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Clasa a Xll-a

SOLUTII

Problema 12.1.
1)Descompunem in factori expresia x* +x* +1:

X+ x2 +1=x" +2x* +1—-x? :(x2 +l)2 —x%= (x2 —x+1Xx2 +x+1)

2) Simplificam fractia de sub semnul integralei: X' +x°+1 (X X+1)(X +x+1) =(x*—x+1).
x?+x+1 x> +x+1
3 2
3) Calculam integrala nedefinita: j X+—X+1 dx = I(xz —x+1)dx = X _X i x+C
X% +x+1 3 2
3 2
Rispuns: IX+—de=X——X—+x+C.
X*+x+1 3 2

Problema 12.2.
a) Explicitam functia f :[0;5] » R, f(x) =max(@2*, x).
1) Determinam punctele de intersectie ale graficelor functiilor y =2* si y=x* pe intervalul

[0;5], rezolvand sistemul: {y=x*> < {2"=x* < {X: & =t
0<x<5 0<x<5

=4 X=4
0<x<5 _{y =16
2) Construim ambele grafice in acelasi sistem de coordonate si determindm max(2*, x*) pe
fiecare din intervalele [0; 2], [2; 4], si [4;5].
2%, pentrux €[0; 2]
Rispuns: f:[0;5] >R, f(x)=<x?, pentrux €[2; 4].
2%, pentrux €[4; 5]

b) Calculam integrala data folosind proprietatea (teorema) despre aditivitatea integralei
definite a unel functii continue pe un interval compact

5 2 4 5 x |2 34 X 0 3 3 5 4
jf(x)dx:j2de+jx2dx+j2de= 2 %[ 22 2 & 2 2 2
In2|, 3|, In2, In2 N2 3 3 In2 In2
_4- 1+32 16+64 8 19+56 57+56In2
In2 3 In2 3 n2

57+56In2

Raspuns:
P In2



n w »~ (&) (=] ~ @ w
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t + t + + + t +

Problema 12.3.

1) Observa, ca pe intervalul [O;\/ﬁjc [0;4+00) au loc inegalitatile echivalente:
12-x2 =X <12-x2 <122 - @ <V12- X2 < ! > 1
V12-x2—x*  J12-%°

2) Integrand ambele parti ale inegalitatii deduse pe intervalul [O; \/§J obtinem:

J‘ ‘f dx .
2 V12-x2—x* 912X’
3) Calculdam membrul drept al inegalitatii:

J.i = arcsini N = arcsin£ — arcsinl = arcsin1 —arcsin0 = z
2 \12— X2 2\@ . 2./3 2.3 2 6
72'

4) Concluzie: j >7
\/12 x2-x® 6

Problema 12.4.
1) Transformam sistemul dat, facand transformari echivalente:

x2+y2+22:27<:> x2+y2+22:xy+xz+yz<:> 2X% +2y? +27°2xy—2x2—2yz=0
Xy+Xz+Yyz=27 Xy+Xz+yz=27 Xy+Xz+yz=27

)2 N2 _ )2 —
©{<x V! +(x-2)* +(y~2)

XY+ XZ+Yyz =27

Il
O O o

a
2) Aplicam echivalenta: a®> +b* +¢* =0 < <b
c

< x X
Il
N N <

- X=y=12Z o X=y=Z<:> X=y=1
XY+ XZ +yz =27 3x? =27 X=43

Il
o O o

y
-2
z

< X X

Xy+Xz+yz=27 Xy+Xz+Yyz=27



3) Scriem multimea solutiilor sistemului de ecuatii dat:
(% v;2)e{(333);(-3-3-3)}
Rispuns: S={(3,33);(-3 -3 -3)}.

Problema 12.5.
1) (2p.) Din ipoteza volumul tetraedrului este egal cu volumul cubului, adica V,,, =V

cub*

Fie, ca d si C este lungimea diagonalei si respectiv lungimea muchiei cubului. Atunci avem

d=6J/6cmsi d =c3 :c:% =62 = ¢ =62 cm - lungimea muchiei cubului.

Vi =Voo =€ = (6v2) =216-242 = 43242 =V, =4322 cm®
2) (2p) Deoarece tetraedrul este regulat rezulta, ca toate fetele lui
sunt triunghiuri echilaterale congruente. Fie AB=a cm,
[MQ] - inaltimea tetraedrului si [MK] - apotema lui
(iniltimea fetei laterale). In AABCavem:
AB_a _aJ3 a3 . ABJ3 ay3
AO=R= \/_ \/_ 3 AO_T s1 AK:TzT.

In AAOM conform teoremei lui Pitagora avem:

2
MO =+AM? - AO? = |a? —(a—fJ :a_\?{% = MO=H _i- tetraedrului regulat.

3) Calculam volumul tetraedrului regulat cu lungimea muchiei a:

2 2
A = AB4‘/§ =4 f - aria bazei tetraedrului regulat.
2 3 3
Viw == Ab H=12a3 av6 _a’y2 = Vi a2, volumul tetraedrului regulat.

3 4 3 12
4) Calculam lungimea muchiei tetraedrului:

V,, =432/2 = a1\/_ 4322 = a® =432.12 = a=36°-2°.3=1%/3 = a=12/3cm.

12

Rispuns: a=12/3cm.
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BAREM DE CORECTARE

NOTA: Oricare alta metoda de rezolvare corecta se apreciaza cu punctajul maxim.

Proble | Scor Raspuns corect Etapele rezolvarii Punctaj Observatii
ma | maxim acordat
12.1. 7p. et 2 aee | - descompunerea numdratorului in
produs de factori 2p.
- simplificarea fractiei 2p.
- calcularea integralei nedefinite 2p.
- rdspuns corect 1p.
12.2. 7p. a) a)- determinarea punctelor de
e . Fzz oo | Intersectie ale graficelor functiilor 1p.
=emciss | - trasarea graficelor functiilor 2 p. | Sauarata care
functie
primeste
valori mai
mari pe
- explicitarea functiei 1p. | fiecare dintre
b) 57+56In2 b) — utilizarea proprietatii intervalele
In2 (teoremei) despre aditivitatea obtinute
integralei definite a unel functi
continue pe un interval compact 1p.
- calcularea integralei definite 2p.
12.3. 7p. - aratd ca
1 __ 1 3p.
V12 —x2 —x® 12 — x2
- arata ca
f dx Zf dx 1p.
2V12-x2—x* 912X’
- calcularea integralei membrului
drept al inegalitatii 2p.
- efectuarea concluziei 1p.
12.4. 7p. s-{333:(3-3-9 | - transformarea sistemului Tn
sistemul echivalent
(X=y)* +(x-2)*+(y-2)* =0
Xy + Xz +Yyz =27 3p.
- utilizarea echivalentei
a=0
a?+b>+c*=0<<b=0 2p.
c=0
- determinarea solutiilor sistemului
de ecuatii 2 p.
12.5. 7p. 1233 cm - calcularea lungimii muchiei

cubului

2p.




- exprimarea lungimii inaltimii
tetraedrului prin lungimea muchiei
tetraedrului

- calcularea volumului tetraedrului
exprimat prin lungimea muchiei

- calcularea lungimii muchiei
tetraedrului

2p.
1p.

2p.




